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Стационарное уравнение Шредингера для кулоновской 
задачи трех тел:
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4

Хиллераас1

1E.A. Hylleraas, Z. Physik 48, 
469 (1928); 54, 347 (1929). 𝝍 = 𝒆−𝜿𝒔 

𝒍,𝒎,𝒏≥𝟎
𝑪𝒏𝒍𝒎𝒔𝒍𝒖𝒎𝒕𝟐𝒏,

𝒔 = 𝒓𝟏 + 𝒓𝟐,
      𝒕 = 𝒓𝟐 − 𝒓𝟏,

𝒖 = 𝒓𝟏𝟐.

E = −𝟐. 𝟗𝟎𝟑𝟐𝟒.

Киношита2

2T. Kinoshita, Phys.Rev. 105
1490 (1957). 𝝍 = 𝐞−𝐤𝐬 

𝐥,𝐦,𝐧≥𝟎
𝐂𝐧𝐥𝐦𝐬𝐥+𝟏

𝐮

𝐬

𝐦 𝐭

𝐮

𝟐𝐧

𝒕 ≤ 𝒖 ≤ 𝒔 E =−𝟐. 𝟗𝟎𝟑𝟕𝟐𝟐𝟓. 

Пекериса3

3C.L. Pekeris, Phys. Rev. 112, 
1649 (1958); 115, 1216 
(1959).

𝝍 = 𝒆−𝒌 Τ𝒖+𝒗+𝟐𝝎 𝟐 
𝒍,𝒎,𝒏

𝑪𝒍𝒎𝒏𝑳𝒍 𝒌 Τ𝒖 𝟐 𝑳𝒎 𝒌 Τ𝒗 𝟐 𝑳𝒏 𝒌𝝎
ቐ

𝒖 = 𝒓𝟏 + 𝒓𝟏𝟐 − 𝒓𝟐,
𝒗 = 𝒓𝟐 + 𝒓𝟏𝟐 − 𝒓𝟏,
𝝎 = 𝒓𝟏 + 𝒓𝟐 − 𝒓𝟏𝟐,

E = −𝟐. 𝟗𝟎𝟑𝟕𝟐𝟒𝟑𝟕𝟓.

Франковский и Пекерис4

4K. Frankowski and C.L. 
Pekeris, Phys. Rev. 146,  46 
(1966). 

𝝍 = 𝒆−𝒌𝒔 

𝒍,𝒎,𝒏,𝒊,𝒋≥𝟎

𝑪𝒍𝒎𝒏𝒊𝒋𝒔𝒍𝒖𝒎𝒕𝟐𝒏(𝒔𝟐 + 𝒕𝟐)𝒊/𝟐(𝒍𝒏 𝒔)𝒋

lns E = −𝟐. 𝟗𝟎𝟑𝟕𝟐𝟒𝟑𝟕𝟕𝟎𝟑𝟑𝟑.

Ч. Шварц5

5C. Schwartz, Los Alamos E-
print archive, 
physics/0208004 (2002); 
math-ph/0605017 (2006). 

𝝍 = 𝒆−𝒌𝒔 
𝒍,𝒎,𝒏≥𝟎

𝑪𝒍𝒎𝒏𝒔𝒍+𝟏
𝒖

𝒔

𝒎 𝒕

𝒔

𝟐𝒏

+ 𝒔 Τ𝟏 𝟐𝒆−𝒌𝒔 
𝒍,𝒎,𝒏≥𝟎

𝑫𝒏𝒍𝒎𝒔𝒍+𝟏
𝒖

𝒔

𝒎 𝒕

𝒔

𝟐𝒏

𝝍 = 𝒆−𝒌𝒔 
𝒍,𝒎,𝒏≥𝟎

𝑪𝒍𝒎𝒏𝒔𝒍+𝟏
𝒖

𝒔

𝒎 𝒕

𝒔

𝟐𝒏

+ 𝒆−𝒌𝒔 𝒍𝒏 𝒔 
𝒍,𝒎,𝒏≥𝟎

𝑫𝒏𝒍𝒎𝒔𝒍+𝟏
𝒖

𝒔

𝒎 𝒕

𝒔

𝟐𝒏

Включил как 

отрицательные 

степени

переменной s,  

так и логарифм. 

E = 
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𝑬 = −𝟐. 𝟗𝟎𝟑𝟕𝟐 𝟒𝟑𝟕𝟕𝟎 𝟑𝟒𝟏𝟏𝟗 𝟓𝟗𝟖𝟑𝟏 𝟏𝟏𝟓𝟗𝟐 𝟒𝟓𝟏𝟗𝟒 𝟒𝟎𝟒𝟒𝟒 𝟔𝟔𝟗𝟔𝟗 𝟐𝟓𝟑𝟏𝟎!

5C. Schwartz, Los Alamos E-print archive, physics/0208004 (2002); 
math-ph/0605017 (2006). 

Он был выполнен на обычном персональном компьютере!



Экспоненциальное разложение

𝝍 𝒓𝟏 𝒓𝟐 = 
𝒍𝟏+𝒍𝟐=𝑳

𝒀𝑳𝑴
𝒍𝟏𝒍𝟐 ො𝒓𝟏 ො𝒓𝟐 𝑮𝒍𝟏𝒍𝟐

𝑳𝝅 𝒓𝟏 𝒓𝟐 𝒓𝟏𝟐 ,

𝑮𝒍𝟏𝒍𝟐

𝑳𝝅 𝒓𝟏 𝒓𝟐 𝒓𝟏𝟐 = 
𝒏

𝑪𝒏𝒆−𝜶𝒏𝒓𝟏−𝜷𝒏𝒓𝟐−𝜸𝒏𝒓𝟏𝟐 .

(3)

(4)
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𝑌𝐿𝑀
𝑙1𝑙2 𝑹, ො𝒓1 = 𝑅𝑙1𝑟1

𝑙2{𝑌𝑙1
⊗ 𝑌𝑙2

}𝐿𝑀 

Hψ = Eψ



Экспоненциальное разложение

𝜓(𝒓𝟏, 𝒓𝟐, 𝒓𝟏𝟐) = σ𝒏 𝑪𝒏𝒆−𝜶𝒏𝒓𝟏−𝜷𝒏𝒓𝟐−𝜸𝒏𝒓𝟏𝟐 

𝜶𝒏 =
𝟏

𝟐
𝒏 𝒏 + 𝟏 𝒑𝜶 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏 + 𝑨𝟏 ,

𝜷𝒏 =
𝟏

𝟐
𝒏 𝒏 + 𝟏 𝒑𝜷 𝑩𝟐 − 𝑩𝟏 + 𝑩𝟏 ,

𝜸𝒏 =
𝟏

𝟐
𝒏 𝒏 + 𝟏 𝒑𝜸 𝑪𝟐 − 𝑪𝟏 + 𝑪𝟏 .

[6] Griffin J.J. and Wheeler J.A. Collective Motions in Nuclei by the Method of Generator 
Coordinates // Phys. Rev. – 1957. –Vol. 108. – P. 311. 

(5)

(6)
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Результаты. Исследование сходимости нерялитивистской энергии основного состояние атома 
гелия 

Таб.1. Исследование сходимости нерялитивистской энергии основного состояние атома гелия

Базис (N) 𝑬𝒏𝒓 (a.u)

10000 −2.90372 43770 34119 59831 11592 45193 9

14000 −2.90372 43770 34119 59831 11592 45194 398

18000 −2.90372 43770 34119 59831 11592 45194 40432

22000 −2.90372 43770 34119 59831 11592 45194 40443

[7] D.T.Aznabayev, A.K Bekbaev, V.I. Korobov. Phys. Rev. A. – 2018. –Vol. 98.  – P. 012510
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Результаты

Таб.2. Сравнение нерелятивистских энергий ионизации основного состояния атома гелия с другими авторами.

N - число базисных функций

Авторы (год) N Нерелятивистские энергий в атомных единицах

[8]  Drake et al. (2002) 2358 −2.90372 43770 34119 598311

[9]  Korobov (2002) 5200 −2.90372 43770 34119 59831 1159

[10]  Schwartz (2006) 24099 −2.90372 43770 34119 59831 11592 45194 40444 66969 25310

[11] Nakashima, Nakatsuji (2007) 22709 −2.90372 43770 34119 59831 11592 45194 40444 66969

[12] This work 22000 −2.90372 43770 34119 59831 11592 45194 40443

[8] G. W. F. Drake, Phys. Rev. A. –2002. – Vol 65. –P.054501.
 [9] Korobov V.I. Phys. Rev. A. –2002. –Vol. 66. –P. 024501.
[10] C. Schwartz. arXiv:mathph/0605018. // Int. J. Mod. Phys. – 2006. – Vol. 15 – P. 2–15.
[11] H. Nakashima and H. Nakatsuji. J. Chem. Phys. – 2007. –Vol. 127. – P. 224104.
[12] D.T.Aznabayev, A.K Bekbaev, V.I. Korobov. Phys. Rev. A. – 2018. –Vol. 98. – P. 012510.
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Состояние Базис (N) 𝐸𝑛𝑟

11S

11S

18000

22000

−2.90372 43770 34119 59831 11592 45194 40432

−2.90372 43770 34119 59831 11592 45194 40443

21S

21S

18000

22000

[13]

−2.14597 40460 54417 41580 50289 75461 918

−2.14597 40460 54417 41580 50289 75461 921

−2.14597 40460 5443(5)

23S

23S

14000

16000

[13]

−2.17522 93782 36791 30573 89782 78206 81124

−2.17522 93782 36791 30573 89782 78206 81125

−2.17522 93782 367912(1)

21P

21P

18000

22000

[13]

−2.12384 30864 98101 35924 73331 42354

−2.12384 30864 98101 35924 73331 42374

−2.12384 30864 98092(8)

23P

23P

16000

18000

[13]

−2.13316 41907 79283 20514 69927 63793

−2.13316 41907 79283 20514 69927 63806

−2.13316 41907 7927(1)

31S

31S

18000

22000

−2.06127 19897 40908 65074 03499 37089 2816

−2.06127 19897 40908 65074 03499 37089 2824

33S

33S

14000

16000

−2.06868 90674 72457 19199 65329 11291 75048

−2.06868 90674 72457 19199 65329 11291 75049

31P

31P

18000

22000

[13]

−2.05514 63620 91943 53692 83410 913

−2.05514 63620 91943 53692 83410 921

−2.05514 63620 9195(3)

[13] G.W.F. Drake and Zong-Chao Yan. Phys. Rev. A. – 1992. –Vol. 46. –P. 2378.

10/33Nonrelativistic energy levels of helium atoms

10/20
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Состояние Базис (N) 𝐸𝑛𝑟

33P

33P

18000

22000

[13]

−2.05808 10842 74275 33134 26965 47197

−2.05808 10842 74275 33134 26965 47203

−2.05808 10842 7428(4)

31D

31D

18000

22000

[13]

−2.05562 07328 52246 48939 00994 819

−2.05562 07328 52246 48939 00994 825

−2.05562 07328 52245(6)

33D

33D

18000

22000

[13]

−2.05563 63094 53261 32711 49601 65840

−2.05563 63094 53261 32711 49601 65851

−2.05563 63094 53261(4)

41S

41S

14000

18000

−2.03358 67170 30725 44743 92926 44363 64

−2.03358 67170 30725 44743 92926 44363 87

43S

43S

14000

16000

−2.03651 20830 98236 29958 03780 71617 853

−2.03651 20830 98236 29958 03780 71617 874

41P

41P

18000

22000

[13]

−2.03106 96504 50240 71475 89314 36090 3

−2.03106 96504 50240 71475 89314 36094 1

−2.03106 96504 5024(3)

43P

43P

18000

22000

[13]

−2.03232 43542 96630 33195 38824 67087

−2.03232 43542 96630 33195 38824 67103

−2.03232 43542 9662(2)

41D

41D

22000

26000

−2.03127 98461 78684 99621 39438 073

−2.03127 98461 78684 99621 39438 143

[13] G.W.F. Drake and Zong-Chao Yan. Phys. Rev. A. – 1992. –Vol. 46. –P. 2378.

11/33Nonrelativistic energy levels of helium atoms(continuation…)

Table 3. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

➢ Предложен универсальный вариационный метод, основанный на "экспоненциальном" вариационном разложении. Показано, что этот метод 

дает наилучшие значения нерелятивистских уровней энергии для всех практически интересных физических систем. 

➢ «Экспоненциальное" разложение позволяет получить для основного состояния атома гелия 35 значащих цифр, что более чем достаточно для 

прецизионной спектроскопии этого атома. 

➢ Исследовалась сходимость вычисляемых уровней энергии для основного состояния, также для состояний с ненулевым угловым моментом в 

зависимости от числа базисных функций N. Это позволяет утверждать, что полученные значения энергии имеют точность 28-35 значащих 

цифр, в том числе для состояний с ненулевым угловым моментом. Сравнение с расчетами, полученными другими вариационными методами, 

показывает значительное превосходство предлагаемого подхода.
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Вариационная волновая функция для атома мюонного гелия гелия

𝐇 = −
𝟏

𝟐
𝛁𝐞

𝟐 +
𝟏

𝐦µ
𝛁µ

𝟐 +
𝟏

𝐦𝐍
𝛁𝐍

𝟐 +
𝟏

𝒓𝒆µ
−

𝟐

𝒓𝒆𝑵
−

𝟐

𝒓µ𝑵

𝑟µ𝑁 = 𝑟µ − 𝑟N ,

𝑟𝑒𝑁 = 𝑟e − 𝑟N ,

𝑟𝑒µ = 𝑟e − 𝑟µ ,

𝑚µ = 206.768262,

 𝑀3𝐻𝑒2+= 5495.8852,
 𝑀4𝐻𝑒2+  =7294.2996 me. 

𝜓(𝒓𝟏, 𝒓𝟐, 𝒓𝟏𝟐) = σ𝒏 𝑪𝒏𝒆−𝜶𝒏𝒓𝟏−𝜷𝒏𝒓𝟐−𝜸𝒏𝒓𝟏𝟐 

𝜶𝒏 =
𝟏

𝟐
𝒏 𝒏 + 𝟏 𝒑𝜶 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏 + 𝑨𝟏 ,

𝜷𝒏 =
𝟏

𝟐
𝒏 𝒏 + 𝟏 𝒑𝜷 𝑩𝟐 − 𝑩𝟏 + 𝑩𝟏 ,

𝜸𝒏 =
𝟏

𝟐
𝒏 𝒏 + 𝟏 𝒑𝜸 𝑪𝟐 − 𝑪𝟏 + 𝑪𝟏 .

𝑚𝑒 ≪ 𝑚µ ≪ 𝑀𝐻𝑒

(1)

(2)

13/20

(3)

CREMA (Charge Radius Experiment with Muonic Atoms).
Pohl R., Antognini A., Nez F., et al. The size of the proton // Nature (London, U.K.). – 
2010. –Vol. 466. –P. 213–217.



N 3He2+ µ−𝑒− 4He2+ µ−𝑒−

2000 −399.042 336 832 862 534 827 027 433 − 402.637 263 035 135 454 018 960 573

2500 −399.042 336 832 862 534 827 039 305 − 402.637 263 035 135 454 018 972 984

3000 −399.042 336 832 862 534 827041 147 − 402.637 263 035 135 454 018 973 292

3500 −399.042 336 832 862 534 827 041 500 − 402.637 263 035 135 454 018 974 187

4000 −399.042 336 832 862 534 827 041 545 − 402.637 263 035 135 454 018 974 468

4500 −399.042 336 832 862 534 827 041 560 − 402.637 263 035 135 454 018 974 488

Результаты

N 3He2+ µ−𝑒− 4He2+ µ−𝑒−

10000 −399.042 336 832 862 534 827 041 568 448 6603 − 402.637 263 035 135 454 018 974 498 601 4674

12000 −399.042 336 832 862 534 827 041 568 448 7145 − 402.637 263 035 135 454 018 974 498 601 4894

14000 −399.042 336 832 862 534 827 041 568 448 7191 − 402.637 263 035 135 454 018 974 498 601 4911

16000 −399.042 336 832 862 534 827 041 568 448 7198 − 402.637 263 035 135 454 018 974 498 601 4914

18000 −399.042 336 832 862 534 827 041 568 448 7192 − 402.637 263 035 135 454 018 974 498 601 4914

20000 −399.042 336 832 862 534 827 041 568 449 8494 − 402.637 263 035 135 454 018 974 498 601 4914

Таб. 1. Нерелятивистская энергия ионизации атома мюонного гелия 

Таб. 2. Нерелятивистская энергия ионизации атома мюонного гелия [1]

[1] D.T. Aznabayev,  A.K. Bekbaev,  V.I. Korobov. Physics of Particles and Nuclei Letters. 2018 , Т.15, №3 (236-239).
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𝑯𝑯𝑭𝑺 = −
8𝝅

3
µ𝑵µµ𝜹 𝒓𝑵µ −

8𝝅

3
µ𝒆µµ𝜹 𝒓𝒆µ −

8𝝅

3
µ𝑵µ𝒆𝜹 𝒓𝑵𝒆  

HHFS(
4He) = −

𝟖𝝅

𝟑
µ𝒆µµ 𝜹 𝒓𝒆µ =𝑬𝟏 𝒔𝒆, 𝒔µ ,

где 𝐸1 = −4464.55 60 𝑀𝐻𝑧

СВЕРХТОНКАЯ СТРУКТУРА ОСНОВНОГО СОСТОЯНИЯ АТОМА МЮОННОГО ГЕЛИЯ

(4)

(5)
HHFS (

3He) = 𝐸1 𝑠𝑒 , 𝑠µ + 𝐸2 𝑠ℎ, 𝑠µ + 𝐸3 𝑠ℎ, 𝑠𝑒

𝐸1 = −4463.44 24 MHz, 𝐸2 = −331846. 16. GHz, 𝐸3 = −1091.750(58) MHz

HHFS (3He) 𝛿ν χ
|1,

3

2
,−

1

2

= 4166.39 58 MHz.
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СВЕРХТОНКАЯ СТРУКТУРА ОСНОВНОГО СОСТОЯНИЯ АТОМА МЮОННОГО ГЕЛИЯ
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N 3He2+ µ−𝑒− 4He2+ µ−𝑒−

𝛿(𝑟𝑁µ) 𝛿(𝑟𝑁𝑒) 𝛿(𝑟µ𝑒) 𝛿(𝑟µ𝑒)

2000 20149938 845 0.32061155099 0.31368232001 0.31376053634

2500 20149938 845 0.32061155124 0.31368232001 0.31376053639

3000 20149938 845 0.32061155142 0.31368232000 0.31376053638

3500 20149938 845 0.32061155151 0.31368232000 0.31376053638

4000 20149938 845 0.32061155156 0.31368231999 0.31376053637

4500 20149938 845 0.32061155157 0.31368231999 0.31376053637

СВЕРХТОНКАЯ СТРУКТУРА ОСНОВНОГО СОСТОЯНИЯ АТОМА МЮОННОГО ГЕЛИЯ

[1] D.T. Aznabayev,  A.K. Bekbaev,  V.I. Korobov. Physics of Particles and Nuclei Letters. 2018 , Т.15, №3 (236-239).

Таб. 4. Сходимость средних значений дельта-функций для различных пар частиц. N –базис  используемых в расчетах [1]
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➢ Вычислены нерелятивистские уровни энергии ионизации для основного состояния атома мюонного 

гелия; Полученные значения энергии ионизации имеют точность 33 значащих цифр. 

➢ Вычислены сверхтонкая структура атома мюонного гелия; 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
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Атомные часы важны в навигации. Определение положения космических кораблей, спутников, 

самолётов, подводных лодок, а также передвижение автомобилей в автоматическом режиме по 

спутниковой связи (GPS, ГЛОНАСС, Galileo) невозможны без атомных часов. Атомные часы 

используются также в системах спутниковой и наземной телекоммуникации, в том числе в базовых 

станциях мобильной связи, международными и национальными бюро стандартов и службами точного 

времени, которые периодически транслируют временные сигналы по радио.
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https://ru.wikipedia.org/wiki/GPS
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D0%9B%D0%9E%D0%9D%D0%90%D0%A1%D0%A1
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D0%B0%D0%BB%D0%B8%D0%BB%D0%B5%D0%BE_(%D1%81%D0%BF%D1%83%D1%82%D0%BD%D0%B8%D0%BA%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D1%8F_%D1%81%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0_%D0%BD%D0%B0%D0%B2%D0%B8%D0%B3%D0%B0%D1%86%D0%B8%D0%B8)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%BB%D1%83%D0%B6%D0%B1%D0%B0_%D1%82%D0%BE%D1%87%D0%BD%D0%BE%D0%B3%D0%BE_%D0%B2%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D0%B8
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%BB%D1%83%D0%B6%D0%B1%D0%B0_%D1%82%D0%BE%D1%87%D0%BD%D0%BE%D0%B3%D0%BE_%D0%B2%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D0%B8


СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ!

«Высокоточные измерения всегда привлекали меня как одна из самых красивых сторон 
физики. Появление все более совершенных инструментов для измерения позволяет 
заглянуть в неизведанные области». 

«Precision measurements have always appealed to me as one of the most beautiful aspects of
physics. With better measuring tools, one can look where no one has looked before».

Pasion for Precision
Nobel Lecture by T.W. Theodor Wolfgang Hänsch



Актуальность работы

Результаты работы имеют большое значение в метрологии, а именно для уточнения фундаментальных 

физических констант, в первую очередь для улучшения значения отношения массы электрона к протону, 𝑚𝑒/𝑚𝑝.

Сверхточные расчеты имеют огромное значение для экспериментов по проверке изменений фундаментальных 

констант. Было предложено использовать молекулярные ионы водорода 𝐻2
+ и 𝐻𝐷+ для реализации сверхточных часов. 

Это позволит создать реализацию молекулярных часов.

1

2

[1] S. Alighanbari, G. S. Giri, F. L. Constantin, V. I. Korobov, S. Schiller. Precise test of quantum electrodynamics and determination of fundamental 
constants with HD+ ions. Nature V. 581, p.152–158. (2020).

[2] Z.-X. Zhong, P.-P. Zhang, Z.-C. Yan, and T.-Y. Shi, Precision spectroscopy of the hydrogen molecular ion HD+ . Phys. Rev. A 86, 064502 (2012).

[3] T. Azuma, J.S. Bakos, H. Bluhme, et al. ASACUSA Collaboration, Atomic spectroscopy and collisions using slow antiprotons // CERN/SPSC. – Vol . 
2. –2000 – P. 1–140; 

В ЦЕРНе проводятся эксперименты (эксперимент ASACUSA). Это группа ставит перед собой цели, недоступные 

прочим экспериментам. В нём физики собираются проводить, среди прочего, очень точные спектроскопические 

измерения антиводорода и сравнивать результаты с водородом. В случае обнаружения различия между уровнями 

энергии водорода и антиводорода эта находка станет революционным результатом для теоретической физики. 

3
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РЕЛЯТИВИСТСКИЕ ПОПРАВКИ ВЕДУЩЕГО ПОРЯДКА К КОЛЕБАТЕЛЬНОМУ СПЕКТРУ МОЛЕКУЛЯРНЫХ 

ИОНОВ H2 
+ И HD+

𝐸𝑡𝑟−𝑝ℎ
2

=
𝛼2𝑍1

2𝑚𝑒𝑀1

𝑝𝑒𝑃1

𝑟1
+

𝑟1 𝑟1𝑝𝑒 𝑃1

𝑟1
3 +

𝛼2𝑍2

2𝑚𝑒𝑀2

𝑝𝑒𝑃2

𝑟2
+

𝑟2(𝑟2𝑝𝑒)𝑃2

𝑟2
3 −

𝛼2𝑍1𝑍2

2𝑀1𝑀2

𝑃1𝑃2

𝑅
+

𝑅(𝑅𝑃1)𝑃2

𝑅3

Ekin = 𝑚2 + 𝑝2 ≈ 𝑚 +
𝑝2

2𝑚
+ ⋯

𝐸kin
2

= − 𝛼2
𝐏1

4

8𝑀1
3 +

𝐏2
4

8𝑀2
3

𝐸𝐷𝑎𝑟𝑤𝑖𝑛
(2)

=
𝛼24𝜋𝑍𝑝

8𝑀𝑝
2 𝛿(𝐫𝑝) ,

𝐸nuc
2

= 

𝑖=1,2

2𝜋𝑍𝑖 Τ𝑅𝑖 𝑎0
2

3
𝛿 𝐫𝑖

(21)

(22)

(23)
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РЕЛЯТИВИСТСКИЕ ПОПРАВКИ ВЕДУЩЕГО ПОРЯДКА К КОЛЕБАТЕЛЬНОМУ СПЕКТРУ МОЛЕКУЛЯРНЫХ           

ИОНОВ H2 
+ И HD+

𝐸𝛼2 = 𝐸rc
(2)

+𝐸kin
(2)

+𝐸tr−ph
(2)

+𝐸Darwin
(2)

+ 𝐸nuc
(2)

Ведущие релятивистские поправки. Основной вклад вносит релятивистская поправка в энергию связанного 

электрона,

𝐸𝑟𝑐
(2)

= 𝛼2 −
𝐩𝑒

4

8𝑚𝑒
3 +

4𝜋

8𝑚𝑒
2 [𝑍1𝛿(𝐫1) + 𝑍2𝛿(𝐫2)] .

Ведущие радиационные поправки

Радиационные поправки порядка R∞α
3 для одноэлектронной молекулярной системы могут быть выражены 

следующей системой уравнений

Учитывается только спин-независимая часть. Однопетлевая поправка на собственную энергию (R∞α3),

𝐸se
(3)

=
4𝛼3

3𝑚𝑒
2 𝑙𝑛

1

𝛼2 − 𝛽 𝐿, 𝜈 +
5

6
−

3

8
× 𝑍1𝛿 𝐫1 + 𝑍2𝛿(𝐫2)  

𝛽 𝐿, 𝜈 =
𝐉 𝐻0 − 𝐸0 𝑙 Τ𝑛 / 𝐉

Τ𝐉, 𝐻0, 𝐉 2
- логарифм Бете

(24)

(25)

(26)
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РЕЛЯТИВИСТСКИЕ ПОПРАВКИ ВЕДУЩЕГО ПОРЯДКА К КОЛЕБАТЕЛЬНОМУ СПЕКТРУ 

МОЛЕКУЛЯРНЫХ ИОНОВ H2 
+ И HD+

𝐉 = −
𝐩𝒆

𝑚𝒆
+

𝑍1𝐏1

𝑀1
+

𝑍2𝐏2

𝑀2
 

Аномальный магнитный момент (R∞α
3) равен: 𝐸anom

3
=

𝜋𝛼2

𝑚𝑒
2

1

2

𝛼

𝜋
𝑍1𝛿 𝐫1 + 𝑍2𝛿 𝐫2  .

Однопетлевая поляризация вакуума (R∞α3) равна: 𝐸vp
(3)

=
4𝛼3

3𝑚2 −
1

5
𝑍1𝛿 𝐫1 + 𝑍2𝛿(𝐫2) . 

Обмен поперечным фотоном в порядке 𝑅∞𝛼3 𝑚

𝑀
 равен:

𝐸tr−ph
3

= 𝛼3 

𝑖=1,2

2𝑍𝑖
2

3𝑚𝑒𝑀𝑖
−𝑙𝑛𝛼 − 4𝛽 𝐿, 𝜈 +

31

3
𝛿 𝐫𝑖 −

14𝑍𝑖
2

3𝑚𝑒𝑀𝑖
𝑄 𝑟𝑖 , 

𝐸𝛼3 = 𝐸𝑠𝑒
(3)

+𝐸anom
(3)

+𝐸vp
(3)

+ 𝐸tr−ph
(3)

 .

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)
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N L=0 L=3

ν= 4 8000

10000

12000

14000

∞ 

Ref.[22]

5.792 077 3804

5.792 077 3799

5.792 077 3798

5.792 077 3798

5.792 077 3798(1)

5.792 077 379 5339(5)

5.765 200 6482

5.765 200 6473

5.765 200 6468

5.765 200 6466

5.765 200 6465(1)

5.765 200 6889(6)

ν = 10 18000

20000

22000

24000

∞

5.276 903 8407

5.276 903 8401

5.276 903 8397

5.276 903 8395

5.276 903 8394(2)

5.259 382 5408

5.259 382 5364

5.259 382 5339

5.259 382 5328

5.259 382 5322(9)

Таб.7 Сходимость среднего значения 𝐩𝑒
4 для колебательных состояний ν = 4 и 10 в HD + для различных L [23] 

РЕЛЯТИВИСТСКИЕ ПОПРАВКИ ВЕДУЩЕГО ПОРЯДКА К КОЛЕБАТЕЛЬНОМУ СПЕКТРУ 

МОЛЕКУЛЯРНЫХ ИОНОВ H2 
+ И HD+

𝐿, 𝜈  → 𝐿′, 𝜈′ HD+ 𝑢𝑟(𝜈)

(0, 0) → (1, 0)

(0, 0) → (0, 1)

(0, 0) → (1, 1)

(2, 0) → (3, 4)

(2, 0) → (3, 8)

(3, 0) → (3, 9)

1 314 925 752.627(18)

57 350 154 373.6(5)

58 605 052 157.4(5)

214 978 560 967.2(1.5)

383 407 177 207.0(2.9)

415 264 925 467.0(3.1)

1.35×10-11

7.9×10-12

8.1×10-12

7.8×10-12

7.6×10-12

7.5×10-12

Таб.8 Различные переходы в HD + (в кГц) вычислено с использованием улучшенных значений для элементов матрицы [23]

[22] Z.-X. Zhong, P.-P. Zhang, Z.-C. Yan, and T.-Y. Shi. Phys. Rev. A. 86, 064502 (2012).

[23] D.T. Aznabayev, A.K. Bekbaev, V.I. Korobov. Phys. Rev. A 99, 012501 (2019)
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Средние значения различных операторов для колебательных состояний (L, ν) в молекулярном ионе H2 
+ 

Таб.9 Средние значения различных операторов для колебательных состояний 

(L, ν) в молекулярном ионе H2 
+ 

Таб.9. (Продолжение…)

 

D.T. Aznabayev, A.K. Bekbaev, V.I. Korobov. Phys. Rev. A 99, 012501 (2019)
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Средние значения операторов для HD+

D.T. Aznabayev, A.K. Bekbaev, V.I. Korobov. Phys. Rev. A 99, 012501 (2019)

Таб.10. (Продолжение…)

Таб.10. Средние значения операторов для HD+ 
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Polarizability of the kaonic helium atom

(1)

(2)

(3)
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Polarizability of the kaonic helium atom 30/33

(4)

(5)



Polarizability of the kaonic helium atom 31/33

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
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Приложение
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